Mathématiques™ 1

(Licence 1, semestre 1)

Yong FANG
Bureau E510, Site Saint Martin, UFR Sciences et Techniques,
CY Cergy-Paris Université
Courriel : yfang@cyu.fr
Tél : 01 34 25 66 92



TABLE DES MATIERES

Table des matiéres

1

Prérequis
1.1  Vecteurs, produit scalaire, droites dans le plan

1.2 Fonctions, fonctions affines . . . ... .. ...

Nombres réels

2.1 Rappel, quelques nouveautés . . ... ... ..
2.2 Proportionnalité, pourcentage . . . . . . . . ..
2.3 Le langage mathématique . . .. ... ... ..

Géométrie dans ’espace

3.1 Points et vecteurs dans l'espace . . . . . .. ..
3.2 Produit scalaire . . . . ... ...
3.3 Produit vectoriel, produit mixte . . . . . . . ..
3.4 Droites et plans dans 'espace . . . . . ... ..

Suites

4.1 Définition et généralités . . . . . . .. ... ..
4.2 Convergence . . . . . . . ..o
4.3 Soussuites . ... ... ...

Etude de fonctions

5.1 Généralités . . . . . . . ...
5.2 Fonctions usuelles. . . . . . . . ... ... ...

5.3 Limites, continuité, théoreme des valeurs intermédiaires

5.4 Dérivabilité, théoreme des accroissements finis

5.5 Dérivées d’ordre supérieur, équivalents, regle de L'Hopital . .

Calcul intégral

oo 3 ot Gt e~

©

18
18
19
20

21
21
22
25
27

31



1 PREREQUIS

1 Prérequis

1.1 Vecteurs, produit scalaire, droites dans le plan
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1.2 Fonctions, fonctions affines
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2 Nombres réels

2.1 Rappel, quelques nouveautés

Les ensembles & connaitre :
N
N*
Z
Q

Question. Est ce que tous les nombres sont rationels ?
(vV2, m = 3,1415926...)

On constate qu’un nombre, méme irrationnel, s’écrit sous la forme d’un
développement décimal infini. Dans ce cours, nous prenons cette représentation
décimale comme définition d’un nombre réel.

Definition 2.1. Un nombre réel est donné par son développement décimal
suivant
T = CpCm_1...C1Co, d1dads...

ol les chiffres sont compris entre 0 et 9 et les {d;} peuvent étre en nombre
infini. L’ensemble des nombres réels est noté par R.

FExemples de nombres rationels :
=0,4
= 0,375
=0,33333...
=0,285714285714285714...
0,35 = 2%
0,1666... = .

=IO 00| LUt D

Theorem 2.2. Un nombre réel est rationnel si et seulement si son développement
décimal est périodique a partir d’un certain rang.

Soit £ = ¢pem_1...c1¢0, didads... un nombre réel et n € N*. La troncature
de x au 10™" est définie par :
t pu—
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Cette troncature est une valeur approchée de x a 10™" pres, car

L’arrondi de x au 107" est défini comme ci-dessous :

L’arrondi est également une valeur approchée de x a 10™" pres, car

Intervalles :

Valeur absolue :

Soient x,y € R, la distance entre x et y est définie par

d(z,y) =z —y|.

Identités remarquables :

1)
Rappel : (a + b)? = a? + 2ab + b°.

Généralisation :
Nombres de combinaison :

La formule du bindme de Newton :

2)
Rappel : a® — b? = (a — b)(a + b).

Généralisation :
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2.2 Proportionnalité, pourcentage
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2.3 Le langage mathématique

Une définition précise le sens d’un mot. Par exemple, une équation du se-
cond degré est une équation qui peut s’écrire sous la forme az? + bz +c =0

avec a # 0; un entier naturel est un nombre qui fait partie de la liste
{0,1,2,---}.

Un énoncé est une phrase ayant un sens précis, qui peut étre vrai ou
faux. Un théoréme (ou lemme, ou proposition, ou corollaire) est un énoncé
vrai.

Les connecteurs logiques permettent de relier les énoncés, dont deux
usuels sont : implique (en symbole =), équivaut (en symbole <).

Une démonstration est un ensemble d’énoncés, muni des connecteurs lo-
giques et valable logiquement. Voici plusieurs types de démonstrations :

Démonstration directe :
Pour dmontrer que I’énoncé A implique I’énoncé B, on part de B, en passant
par une srie d’énoncés intermédiaires, pour arriver a B.

Démonstration par labsurde :

Pour dmontrer que I’énoncé A implique 1’énoncé B, on suppose par l'ab-
surde que B ne soit pas vrai. On démontre que cette hypothese conduit a
une contradiction, pour en déduire que B soit vrai.

Démonstration par récurrence (pour justifier qu’une série infinie d’énoncés
{Ap, Ay, Ag,-- - } soient vrais) :

(Initialisation) On justifie que Ay est vrai;

(Hérédité) On suppose que pour un certain entier naturel k, Ay soit vrai.
Puis, a 'aide de cette hypothese, on démontre que I’énoncé suivant Ay, 1 est
vrai;

(Conclusion) D’apres le principe de récurrence, A,, est vrai, pour tout entier
naturel n € N.

Les quantificateurs permettent d’alléger la rédaction d’une démonstration,
qui sont : il eziste (en symbole 3), il existe un unique (en symbole 3!) et pour
tout (en symbole V).
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3 Géométrie dans ’espace

3.1 Points et vecteurs dans I’espace

En mathématiques, on considere que ’espace est tout simplement 1’en-
semble
R? = {(z,y,2) | z,y, 2 € R}.

Un élément A = (z,y, z) dans R3, noté habituellement A(z;y; z), est appelé
point de 'espace dont les coordonnées sont x, y et z. Le point de coordonnées
(0;0;0), noté O, s’appelle le point d’origine .

Vecteurs : définition, coordonnées et colinéarité.
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L’équation paramétrique d’une droite :

10
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L’équation paramétrique d’un plan :

11
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Repeéres et orientations :

12
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. =, =, N ’
Proposition 1. Soit (O, i', j', k') un repére général. Pour tout point
M € R3, il existe un unique triplet (a; B;7y) de nombres réels tel que

- -
OM=a7 487 +~E"

-, =, =
i’k
z)

/)'

On appelle ce triplet («; 8;7y) les coordonnées de M dans le repére ((O',

On remarque que dans le repeére canonique, les coordonnées de M (z; y;
sont précisément (z;y; z), c’est-a-dire que

— o5 o5 >
OM=z1i +yj +z2k.
Il est possible de relier les coordonnées de M dans un repere général a ses
coordonnées dans le repere canonique, a 1’aide des matrices, que 'on verra
en détail au semestre 2.

3.2 Produit scalaire

Définitions :
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L’Inégalité de Cauchy et I’angle entre deux vecteurs :

14



3 GEOMETRIE DANS L’ESPACE 15

Orthogonalité et repéres orthonormsés :

. ) —, =, = . )

Proposition 2. (1) Soit (O, i', j', k') un repére orthonormal, soit T
- s ! ! ;0

at'+bj ' +ck’ etV =a 1

%
'+ k7, alors
Y-V =ad+b-V+c-c.

+b

(2) (Généralisation du théoréme de Pythagore)
1 Z+7 =12+ +27 - 7.

On obtient alors que | T+ 7T | = || @ |*+ || @ |* si et seulement si
0L,

3.3 Produit vectoriel, produit mixte

Définition :

Propriétés :

W UANTLT; TAYT L.
@ | TAT =@ |- [T - | sin(@, W) [; [| AT | est égale a

I’aire du parallélogramme engendré par u et v.

g . . g
(3) Deux vecteurs U et ¥ sont colinéaires si et seulement si W A ¥ = 0.

(4) Si U et U ne sont pas colinéaires, alors (O, UV, AN 7) est un repere
direct.

Définition du produit mixte :

Proposition 3. Le produit mixte det(ﬁ, 7, ﬁ) est €gale au volume du pa-
rallélépipéede engendré par U, et 6. Par conséquent, (A, 0, 7, U) forme
un repéere si et seulement si det(ﬁ,?,ﬁ) % 0; le repéere est direct si et
seulement si det(d, v, w) > 0.
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3.4 Droites et plans dans ’espace

16

L’équation paramétrique et I’équation cartésienne d’un plan :
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Positions relatives :

17
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4 Suites

4.1 Définition et généralités

Definition 4.1. Une suite est une série de nombres réels qui sont numérotés
a I’aide de ’ensemble N.

Soit n € N, le terme au rang n (ou d’indice n) d’une suite est noté
couramment u,,.

Exemples de suites :
(0) {4,3,-1,0,9,16,3,4,--- }.
(1) up =2n,Vn e N, dott up = 0,u; = 2,ug =4,u3 =6,---.
(2) v, =2", VneN,dottvg=1,v1 =2, =4,u3 =8,---.
(3) wy, =n?, ¥n € N.
(4) up =3, Vn € N.
(5) v, = (—=1)",Vn € N.
(6) Soit (uy,) la suite définie par : ug = 1, upt1 = Vu, + 2, Vn € N. Dans ce
type de situation, on dit que la suite est définie par récurrence.

Généralités :
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4.2 Convergence

Definition 4.2. On dit qu’une suite réelle (u,,) converge vers un réel [ € R
si
Ve >0, AN €N tel que YneN, n> N =|u, —[|<e.

On dit que [ est la limite de la suite et on note limy,_, o0 uy = L.

Exemple : lim; 400 % =0.

Propriétés :
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Theorem 4.3. (admis) Si une suite est croissante et majorée, alors elle
converge ; st une suite est décroissante et minorée, alors elle converge.

4.3 Sous suites

Definition 4.4. Etant donnée une suite (uy,), une sous suite de (uy,) est le
choix d’une infinité de termes de (u, ), dans 'ordre croissant d’indices.

Exemples :
{UO, U2, Uq, UG, * ** }

{U17U37U5,'LL7, e }
{u07u17u4)u97 T }

Theorem 4.5. (Bolzano-Weierstrass) Si (un) est bornée, alors elle posséde
une sous suite convergente.
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5 Etude de fonctions

5.1 Généralités

21
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5.2 Fonctions usuelles

Polynémes, fractions rationnelles :

22
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Logarithmes, exponentielles, puissances :

23
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Fonctions trigonométriques, leurs réciproques :

24
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5.3 Limites, continuité, théoréeme des valeurs intermédiaires

Définitions :

Propriétés :

Méthodes de calcul de limite :
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Définition de la continuité :

Propriétés :

Theorem 5.1. (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit f : [a,b] — R
une fonction continue. Alors pour tout ¢ compris entre f(a) et f(b), il existe
x € |a,b] tel que

f(x)=c.

Corollaires :
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5.4 Dérivabilité, théoréeme des accroissements finis

Définitions :

Propriétés :

Les formules de dérivées, ou U(x) est une fonction de variable z :

f f! / f!
¢ 0 ¢ 0
2%, a#0]| ax® ! U aUe 1. U’
1 1 /
Inx % InU q U :
IOga z Ina-xz 1Oga U IngU * U
e’ e’ eV V.U
a®, a>0|Ilna-a® av Ina-a’ - U’
CoS T —sinx cosU —sinU - U’
sin COS T sinU cosU - U’
__1 —_ T 777
arccos e arccos U @ U
- - ;
arcsin z \/1;7 arcsin U @ U
!
arctan s arctan U i U

Definition 5.2. Soit f : I — R une fonction, soit g € I. On dit que x( est
mazimum local de f s’il existe un petit voisinage J de zg tel que

f(xo) > f(x), Vx e

On dit que zg est minimum local de f §’il existe un petit voisinage J de zg
tel que
f(zo) < f(x), Vx el

On dit que z( est un extremum local de f s’il est un manimum local ou un
minimum local.

Proposition 4. Soit f :|a,b[— R une fonction dérivable, soit x¢ €la,bl. Si
xo est un extremum local de f, alors f'(x¢) = 0.



5 ETUDE DE FONCTIONS 28

Theorem 5.3. (Rolle) Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b
et dérivable sur]a,b[. Si f(a) = f(b) alors il existe c €a,b] tel que

fe) =o.

Theorem 5.4. (Théoréme des accroissements finis) Soit f : [a,b] — R une
fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Alors il existe ¢ €]a,b[ tel
que

f®) = f(a) = f'(c)(b - a).

Corollaires :
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5.5 Dérivées d’ordre supérieur, équivalents, regle de L’Ho-
pital

Définitions :

Propriétés :

Theorem 5.5. (Théoréme de Taylor-Lagrange) Soit n € N, soit f :]a,b|—
R une fonction de classe C™ et (n+ 1) fois dérivable. Soit xo €]a,b[, alors
pour tout x €la, b, il existe ¢ strictement compris entre x et xq tel que

(k) (g (e
f(l‘) _ Z / ( 0) (1‘ N .’L'O)k + ( ) ((L‘ _ xo)n+1.

(k) .
On appelle le polynéome Y _, ! kk(!xo) (x — x0)* équivalent d’ordre n de f en
x0.

Ce théoréeme important permet d’approximer dans un voisinage d’un
point donné, a la précision voulue, une fonction par un polynéme. Voici les
équivalents de quelques fonctions usuelles en O :

f I’équivalent d’ordre n en 0
e l+a+8+..+5
In(1 + ) 2x—4%2+%3+...+(;$)”+1%
cosx 1—%—%%—#...—%(—1)’”%, m:E(%)
sin x x—@—?—k%#—...—k(—l)m%, m = E(%51)
= l+z+a2+.. +a"
(I+x)* a# -1 1—|—0Lm—{—a(a—1)%4—...—&—@(@—1)...(@—11—|—1)”Z—7!L

Theorem 5.6. Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et 2 fois dérivable sur
la,b[. Soit xo €]a,b| tel que f'(xg) = 0.
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(1) Si f"(x0) > 0, alors xy est un minimum local de f ;

(2) si f"(x0) <0, alors xo est un mazimum local de f ;

(3) si f"(x0) = 0 mais f® (x0) # 0, alors xo n'est pas un extremum local
de f.

Theorem 5.7. (La régle de L’Hopital) Soient f et g deux fonctions de
classe C™ telles que f(0) = g(0) = 0 et que g admet au moins une dérivée
en 0 non nulle. Alors les calculs successifs suivants déterminent la limite de
la forme indéterminée ou justifie que sa limite n’existe pas :

@) @) )

lim —+~ =
25 g(x) 2—0 ¢'(x) 250 9" (x)
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6 Calcul intégral

Définitions :

Propriétés :

Définition de primitives, existence et unicité :

Theorem 6.1. Soit F' une primitive de f, alors on a la formule :

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Formules de primitives, ou U(x) est une fonction de variable x :

f F f F
a - T a+1 a / T at+1
x%, al;é 1| g% U1 U =1V
!/
% Inxz q U : InU
Ina-x loga x IngU ° U 10ga u
e e eU U’ 6U
T I = vy’ 1 U
a®, a>0 g @ a” U hg @
cos T sinx cosU - U’ sin U
sin x —CcosT sinU - U’ —cosU
T T 7
— T — . I
s arccos 7 U’ | arccosU
- 7 -
@ arcsin r @ U arcsin U
!
T arctan x o7 U arctan U




