Cahier d’exercices, Mathématiques* 1
(Licence 1, semestre 1)



Mathématiques* 1

TD 1. Prérequis

Exercice 1. Le plan étant muni d’un repere (O, ? 7
C(%;-4), 7 (—3;5) et ¥ (7;3,5).
1) Calculez les coordonnées de :

E, 3-CT>4, 4];)4—56@;

U+, -0, 4d +27.

2) Calculez les coordonnes du milieu du segment [BC]; calculez la distance
AC.

3) Est ce que les vecteurs ZB et W sont colinéaires? Est ce que les points
A, B et C sont alignés? Soit D(x; —4), calculer la valeur de x pour que les
points A, B et D soient alignés.

4) Calculer le produit scalaire U - V. BEstce que ces deux vecteurs sont
perpendiculaires? Soit ﬁ(?;y), calculer la valeur de y pour que U et W
soient perpendiculaires.

I

Exercice 2. Déterminer une équation cartésienne (générale, réduite) et une
équation paramétrique de la droite d sachant que:

1) d passe par A(—6;4) et a pour vecteur directeur u (5; —2).

2) d passe par les points F(3;2) et F'(—5;0).

3) d passe par B(4;1) et a pour vecteur normal 7(1; -2).

Exercice 3. Etudier la position relative des droites suivantes. Si elles sont
sécantes, calculer les coordonnées du point d’intersection.

1) di: x+y3 =0; do: 20 =—2y + 8.

2)di: 2x4+y—4=0;dy: 3x —y—1=0.

_ 2x—1
~ 3z+46°

Exercice 4. On considere la fonction f définie par f(x)
1) Déterminer le domaine de définition Dy-.

2) Donner les images par f de 0;2; —3.

3) Les nombres 2; %; —3 ont-ils des antécédents par f7 Si oui, déterminer
ces antécédents.

Exercice 5. Dans le plan muni d’un repere orthonormé, tracer les graphiques
des focntions affines suivantes:

f(z)=3x—5; g(z)=—-x+6, h(z)=T.

), on donne A(4;7), B(—8;2),



1) En déduire les tableaux de signes et de variations de ces fonctions.
2) Dresser les tableaux de signes et les tableaux de variations des fonctions
suivantes:

w(z) =2z +8, i(r)=-3z+9.



Mathématiques™® 1
TD 2. Nombres réels

Exercice 6. Montrer que
(a® + b)) (c* 4 d?) = (ac + bd)? + (ad — be)?.

Exercice 7. Montrer les inégalités suivantes, pour tout x,y, z réels:
(1) 2 + y* > 2zy.

(2) Pour z >0,z + 1 > 2.

(3) ay < (E50)°.

(4) 22 +y? + 22 > ay + 22 +yz2.

Exercice 8. (1) Calculez 3!, 0!, 9!, C2, C3, C?, CB, C%,.

(2) Justifier que pour tout n € N* et pour tout x € R,

n

1+z)"=> Cha*.

k=0

En déduire que 2" = Y7_, CF et que 0 = S_1_, C¥(—1)k.
(3) Justifier que pour tout n € N* et pour tout x € R, = # 1,

1— anrl

l+z+22+. 42" =
1—=x

Exercice 9. Vérifier la relation (a+b+c)? = a? +b? + c? + 2ab+ 2ac + 2bc.
trouver ensuite une relation similaire pour (a + b+ ¢ + d)?.

Exercice 10. Justifier que la somme d’un rationnel et d’un irrationnel est
irrationnel.

Exercice 11. Résoudre dans R les équations suivantes :
(1)3x4+4=0
(2) 4

(3) 2?2 —x—6=
(4) x —4r+4=0

(5) 22 —22x+5=0

(6) 222 =3z —1=0

(7) 322 —|—4:1:+3—4a: —3x+4
(8) 3r+4 _

(9)

91 1:1
Tt




Exercice 12. Résoudre dans R les inéquations suivantes:

x+1|<0,1
x—2|>10

Exercice 13. (1) Parmi les 1200 pieces fabriquées par une usine, on con-
state que 23 ne sont pas conformes. Calculer le pourcentage de pieces non
conformes.
(2) On estime que le pourcentage de pieces non conformes est 1,3%. En
sachant que 5600 pieces sont fabriquées, calculer le nombres de pieces non
conformes.

Exercice 14. (1) Le prix initial d’un produit est 17 euros. Si le prix aug-
mente de 35%, quel sera son prix apres 'augmentation? Si le prix diminue
de 25%, quel sera le prix apres cette diminution?

(2) Le prix initial d’un produit est 256 euros. Ce prix a subi 3 augmen-
tations identiques en pourcentages pour atteindre 314 euros. Quel est le
pourcentage de chaque augmentation ?

Exercice 15. Démontrer les identités suivantes (Vn € N*)

"~ _n(n+1)
Zk_ 2 )
k=1

zn:k2 ~nn+1)2n+1)
k=1 6

- n(n+1

Exercice 16. (1) Montrer que pour tout n € N, 2™ > n.
(2) (Inégalité de Bernoulli) Montrer que pour tout n € N, Va > 0,

(I1+2)" > 1+ nz.



Mathématiques™® 1
TD 3. Géométrie dans ’espace
_>
Exercice 17. Le plan étant muni d’'un repere (0,7,?, k
A(47:1), B(=8;2;0), C(3;—4;2), W (=3;5;1) et ¥ (7;3,5;2).
1) Calculez les coordonnées de :

AB, 3-CA, ABA—5CB:

U+, -0, 4d +27.

2) Calculez les coordonnes du milieu du segment [BC]J; calculez la distance
AC.

3) Est ce que les vecteurs XB et W sont colinéaires? Est ce que les points
A, B et C sont alignés? Soit D(x;y;2), calculer les valeurs de x et y pour
que les points A, B et D soient alignés.

4) Calculer le produit scalaire @ - ¥. Est ce que ces deux vecteurs sont
perpendiculaires? Soit W(?; y;2), calculer la valeur de y pour que U et W
soient perpendiculaires.

), on donne

Exercice 18. Décidez si les répéres suivants sont directs ou indirects:

ST o
0, 4.4, k) |

— —

(A(L;151), 4, 5, k)

- ==
(07 1 ) k’ ] )

- I
O.7T+7.7+FF+7)
Exercice 19. Déterminer les équations paramétriques des droites ou plans
suivants:
(1) la droite passant par A(2;0;1) et dirigée par le vecteur 7(0; 1;—1). Est
ce que les points B(2;2;—1) et C'(5;0;7) appartiennent & cette droite?
(2) la driote passant par A(1;0;0) et B(3;6,7;8).
(3) le plan passant par A(1;3;—2) et dirigé par 7(1;0; 1) et 7(0; -1;2).
Est ce que les points E(2;3; —1) et F(2;4;9) appartiennent a ce plan?

)

Exercice 20. Calculer le produit scalaire et le produit vectoriel des vecteurs
suivants:

(1) @(1;1;0) et ¥ (1;—1;1)
A A e
(2) i +j et j —2k .
e - =
B) i +j+ket2i+25+2k
Exercice 21. Calculer le produit mixte des triplets de vecteurs suivants,
en déterminer s’ils forment un repere muni du point de base O, direct ou



indigct?
(1) i,

—-
(2) i+ 7, .
(3) T +25, 7 +2k, k +27

i

Exercice 22. Déterminer une équation cartésienne des plans suivants:
(1) le plan passant par A(2;1;1) et de vecteur normal 7 (1; —1;3)
(2) le plan passant par A(2;3;—1), B(1;1;0) et C'(—1;—2;4).

Exercice 23. Etudier la position relative des deux plans, on donnera I’équation
de leur intersection si elle existe:

Dz+y+z=letx—y+z=1

(2) z =4y —2zet 8y =1+ 22+ 4z.

Exercice 24. Etudier la position relative de la droite et du plan suivant:

r=3—1
D:¢ y=2+1t
z = Dbt

et
P: z—y+22=09.

Exercice 25. Etudier la position relative des droites suivantes. Si elles sont
sécantes, on donnera leur point d’intersection:

(1) D: z=-6t, y=1+9t, z=—3t.

D: z=1+2s, y=4—3s, z=s.

(2)D: z=1+2t, y=3t, z=2—t.

D: z=-1—-s, y=4+s, z=1+3s.

Exercice 26. Donner une équation cartésienne du plan passant par le point
(—1,2,1) et contenant la droite d’intersection des deux plans suivants: = +
y—z=2et2x —y+3z2=1.



Mathématiques™® 1
TD 4. Suites

3n—1

Exercice 27. En utilisant la définition, montrer que la suite u, = 5773

3
converge vers bR

Exercice 28. Etudier la convergence des suites suivantes, en calculant leur
limite:

Exercice 29. Pour tout n € N*, on définit

1 1 1
Up = — +

—_— et ——.
n n++V1 n+n
Montrer que la suite (u,) est convergente et calculer sa limite.

Exercice 30. Soient ug,vp € R tels que ug < vg. On définit les suites (uy,)

et (vy,) par up41 = % et vpy1 = % Montrer que pour tout n € N,

Up < Upy1 < Vpg1 < Upe
En déduire que ces deux suites convergent et ont la méme limite.

Exercice 31. Soient ag, by € R tels que 0 < ag < by. On définit les suites
(an) et (by) par any1 = Vapby, et by = %.

(1) Montrer que pour tout n € N, 0 < a,, < by,.

(2) Montrer que la suite a,, est croissante et que la suite b,, est décroissante.
(3) En déduire que les deux suites convergent et ont la méme limite.



Mathématiques™® 1
TD 5. Etude de fonctions

Exercice 32. Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes:
2
Ve +7, In(2zx —6), iii“__l%

Exercice 33. 1) Justifier que la fonction f(x) = 3z — 5 est croissante.
2) Justifier que g(z) = 2? = 2 est paire, et que h(z) = 2 + 4z est impaire.
3) Justifier que la fonction w(z) = cos(2x) est w-périodique.

sinz

4) Justifier que la fonction f(x) = *5* — cos(10x) est bornée sur R.

Exercice 34. Calculer les limites suivantes, si elles existent:

: 2x3 4527 : 2443224 : xS ta+l
limg— 400 32322245 limg 0 243+22+32° limg 0o T ey )

. 1—g3 . \/7 . / 1 1
lim,_q 1_7;5377 limg 40 2 4+2x 43— z, hmx—>0,x>0 1+ Vo
Ve—1-1

x2—-4

sin x
CE+3CEQ bl
T

limg 50 22 In(z*), limg sioolnz-e™®, limg .ioo

(1—e®)sinz

x2+r3 )
In(e??+22?)
— -

limg lim, o lim, o

Exercice 35. Soit a € R, calculer, si elle existe, limg_,0z>0(1 + aar:)% (on
discutera selon les valeurs de a).

Exercice 36. Etudier la continuité des fonctions suivantes:
W) FRR f@) =] S 70
: T) =
’ ﬁ%ﬁf” st x>0
% st O<ze<l1

(2) g:]0, 4[> R, g(z)=¢ 2 si z=1
3?;11 st x>1
sin(1) si 2 #0
0 st =0
‘ [ zsin(2) si z#£0
(4)f.]R—>R,f(x){ 0 si w0

(S)h:R%R,h(x):{

17 — 211 4 1 admet au moins une

Exercice 37. (1) Montrer que I’équation z
solution dans [0, +-o00].

(2) Montrer que tout polynéme P réel de degré impair admet au moins une
racine réelle.

(3) Soit f : [0,1] — R telle que f([0,1]) C [0,1]. Montrer qu’il existe
c € 1[0,1] tel que f(c) =c.

(4) Soient f et g deux fonctions continues définies sur [0, 1] telles que f(0) =
g(1) =0 et g(0) = f(1) = 1. Montrer qu'il existe x € [0, 1] tel que f(x) =

39().
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Exercice 38. Soit f: R — R la fonction définie par f(r) = 7. Montrer
que f est continue et bijective de R dans f(R). Déterminer sa fonction
réciproque f~!, en précisant le domaine de définition de f~!.

Exercice 39. Calculer les dérivées des fonctions suivantes:

3z, 4, z, 2>+ 3x—4, x?- cosux, %, (22 — 3)10

sin(cos(z)), tanwz, m

sin(2® 4+ 2z), €®-In(In(lnz)), sin(

22
cos(z3)+x4 ) :

Exercice 40. Etudier la dé.rivz%bilité des deux fonctions suivantes:
(1) h:R =R, h(z) = 335111(5) st x#0

0 st =0
x° sin st x#0
(2) f:R=R, f(z {Oszx—O

Exercice 41. Soit f (x) = 2z¢”*, montrer que f est une bijection de R dans
R, calculer f~1(0) et (f=1)/(0).

Exercice 42. (1) Pour tout z € [—1, 1], montrer que arccos z+arcsinz = 7.
(2) Pour tout z # 0, simplifier 'expression arctan z + arctan(2).

Exercice 43. En utilisant les théoremes du cours, démontrer que
()Vz >0, & <In(z+1)—lhzx <l

' 14z
anrl _anJrl

(2) Va,b > 0 tels que a < b, soit n € N*, (n+41)a" < =—=%— < (n+1)b".
(3) Soit ag, a1, ..., an tels que ap + % + ... + 37y = 0, montrer que Iz €]0, 1]
tel que ag + a1x + ... + apz™ = 0.

(Considérer la fonction f(z) = agz + Ya? + ... + n+1:c”+1 )

(4) Soit P un polynéme réel ayant n racines réelles distinctes, montrer que
P’ en a au moins n — 1.

(5) Calculer, a I'aide du théoreme des accroissements finis,

Exercice 44. Soit f continue sur [0, +o00[ et dérivable sur |0, +o0], telle que
f(0) =0 et f soit croissante.
(1) Montrer que Vz > 0, f(z) < xf'(x).

(2) Soit g(z) = ( ). Montrer que g est croissante.

Exercice 45. (1) Montrer que Vx €]0, [, zcosz — sinz < 0.
(2) Soient a, b tels que 0 < a < b < 7, montrer que 7 < 53¢

sinb*
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Exercice 46. (1) Montrer qu’il existe un unique réel I tel que cosl = .
Montrer que [ € [0, 1].

Soit (uy,) la suite définie par ug = 0 et up41 = cOSUp,.

(2) Montrer que Vn € N, 0 < u,, < 1.

(3) Montrer que Vn € N, | up+1 — 1 |[<sin(1) | up, — 1.

(4) Montrer par récurrence que Vn € N,

[t — 1< (sin(D)" o — 1],
en déduire que (uy) converge vers [.

Exercice 47. Calculer le maximum et le minimum des fonctions suivantes:
(1) f(z) = 2% + 52+ 6, x € [—4,4]

(2) g(z) = 23 — 322 — 2+ 10, z € [0, 3]

(3) h(z) = —2cosx — z, x € [0,47].

Exercice 48. Calculer les limites suivantes, a ’aide des équivalents d’ordre
convenable ou de la regle d’Hopital:

: sin x l—coszx . In(1+x
limg 0 *%,  limg 0 2, lim,_.q ( - )

: 3sinx—x cosx—2x 1 1 s x cosx—sinx
limy, o *SHE=Tgo8 ==, 1111r136H0(—lJr 5 —COST)-y, limg 0 B ir oy In(1522)

Exercice 49. Calculer les équivalents en 0 a I'ordre n des fonctions suiv-
antes:

(1) f(x) = cos(xz) —sinx, n =6

(2) g(x) = 05(2233 n=4

3) flx) =ze™, n=7

Exercice 50. Montrer que Vx > 0,

132
x—ggln(l—l-x)ﬁx,

2

OSex—l—xS%ex.



Mathématiques™® 1
TD 6. Calcul intégral

Exercice 51. Calculer les intégrales suivantes:
f03 r2dx, f12(3 + 42% + €* — cos x)dx
f02 ze® dz, f24 In(2z 4+ 1)dz, [y xcos(a? — 1)da

ff 7Sin(;”) dx, ff l%ﬂd:c, fol e®In(1 + e*)dz

12

Exercice 52. Soit V' > 0 une constante, une voiture roule a une vitesse de

v(t) = Vt(1 —t) km.h~! durant I'intervalle de temps 0 < t < 1h.

(1) Quelle a été sa vitesse maximale ?
(2) Quelle distance a-t-elle parcouru ?

Exercice 53. Calculer aire des domaines suivants:

(1) Le domaine entre les graphiques des fonctions —2? + 2 +2 et 22 — 3z +2

(2) Le domaine entre les graphiques des fonctions %3 et 22 — x

1 g

Exercice 54. Soit I, = [ {75

dx, VYn € N. Montrer que lim,,_, o I, = 0.



